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We show that with a four letter alphabet the largest unavoidable repetitions in arbitrarily long 
words are of the form uuu where the length of uuu is +th of the length of uu. This proves part 
of a conjecture of F. Dejean. 
Nous montrons que pour un alphabet a 4 lettres, les plus grandes repetitions inevitables dans 
des mots arbitrairement longs sont de la forme UDU oti la longueur de uuu est + de la longueur 
de UD. Ceci prouve une partie d’une conjecture de F. Dejean. 
1. Introduction 
Les repetitions dans les suites de symboles ont CtC beaucoup Ctudiees depuis le 
travail d’Axe1 Thue au debut du siecle [l 1,121 qui demontra qu’on peut construire 
un mot infini sur deux lettres ne contenant pas de facteur de la forme uuu (cube), 
ainsi qu’un mot infini sur trois lettres ne contenant pas de facteur de la forme uu 
(carre). Des lors se pose la question de savoir pour un nombre de lettres donne 
quelles sont les repetitions inevitables dans un mot infini. Pour des alphabets a deux 
et trois lettres, la reponse est connue [5,11,12]. Dans cet article nous resolvons le 
cas d’un alphabet a quatre lettres, en donnant une reponse affirmative a une conjec- 
ture de Dejean [5]. 
Donnons d’abord quelques definitions et notations. Un mot (fini) est un element 
du monoi’de libre A* engendrt par l’ensemble de lettres ou alphabet A. La longueur 
d’un mot u est notee Iu 1 et le mot vide E. 
DCfinition. LJne t-re’p&ition, pour t rationnel, est un mot de la forme u’, oh u’ est 
le plus court prefixe de ur’l de longueur au moins (u ( - t, pour un certain mot u 
non vide. 
Par exemple pour u = abed, usj2 = abcdabcdab, et u4’3 = u3j2 = abcdab. Une 
2-repetition est un car&, une 3-repetition un cube. Les mots ne contenant pas de 
carre (square-free) ont Ctt l’objet de nombreux travaux [l, 10, 11,121, avec un regain 
d’inttret recent [2,3,4,8]. 
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Dkfinition. Un mot u contient au plus des t-rkpttitions si pour toute occurrence 
d’une t’-rCp&ition dans u on a t’s t. Notons RMAXk(t) l’ensemble des mots sur 
un alphabet g k lettres et contenant au plus des t-&petitions. 
Si t’s t, alors RMAX,(t’) c RMAXk(t). De plus pour tout kz2, RMAXk(l) est 
fini, et RMAXk(2) est infini d’aprtts les rksultats de Thue [ll, 121. On a aussi 
RMAX,(t) c RMAXk+,(t) en considkrant qu’un alphabet g k lettres est un sous- 
ensemble d’un alphabet B k + 1 lettres. 
Definition. Le seuil de rkpttition, not6 s(k), est le plus petit nombre t tel que 
RMAX,(t) soit infini. 
Si RMAX,(t) est infini, il contient des mots arbitrairement longs. En dkfinissant 
un mot infini (a droite) comme une application des entiers dans l’alphabet A, on 
peut ttendre aux mots infinis les notions de facteur, prkfixe (finis). On dira qu’un 
mot infini est sans t-rkpktition si c’est le cas de chacun de ses facteurs finis. Avec 
ces conventions, RMAX,(t) est infini si et seulement s’il contient un mot infini. 
Une faGon simple de construire un mot infini est d’itkrer un morphisme. Soit m un 
morphisme E-free de A* dans A*, et a0 une lettre telle que m(ao) soit de la forme 
aou pour un mot non vide u. Alors la suite ao, m(ao), m2(ao), . . . , mi(ao), . . . est telle 
que chaque mot est un prkfixe des suivants et elle dtfinit done un mot infini, not6 
mw(Qo). 
Dans ses travaux [ 11,121 Thue a montrC que si on ittre le morphisme f dCfini sur 
{a, 6)* par f(a) = ab, f(b) = ba, on obtient un mot infini 
f”(a) = abbabaabbaababbabaabab . . . 
ayant la proprittk de ne pas contenir de facteur de la forme xuxux, XE {a, b}, 
u E {a, b}*, c’est-g-dire pas de t-repetition, t >2, done RMAX,(2) est infini. Comme 
tout mot de {a, b}* de longueur au moins 4 contient un car& RMAX,(t) est fini 
pour t < 2. En conskquence s(2) = 2. 
Le cas d’un alphabet g trois lettres a CtC rCsolu par F. Dejean [5]. Elle donne un 
morphisme g sur {a, b, c} * dCfini par 
g(a) = abc acb cab cbac bca cba, 
g(b) = bca bat abc acba cab acb, 
g(c) = cab cba bca bacb abc bat. 
Ce morphisme uniforme, c’est-g-dire tel que toutes les lettres ont des images de 
m&me longueur, a la propriktt d’envoyer RMAX,(+) dans lui-mEme. Done si on 
i&e ce morphisme on obtient un mot infini g”(o) dans RMAX,(+). Comme tout 
mot de {a, b, c)* de longueur au moins 39 contient une +-rCpCtition, on a s(3) = +. 
Pour des alphabets 5 plus de trois lettres, Dejean montre que s(4)?+ et 
s(k) 2 k/k - 1 pour k 2 5, et conjecture que ces minorations sont en fait des valeurs 
exactes. Dans ce qui suit nous allons montrer qu’on a effectivement s(4) = $. Le 
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moyen utilist pour construire un mot infini dans RMAX,(+) est plus complique 
que I’ithation de morphisme employee par Thue et Dejean. Ce n’est pas surprenant 
au vu de resultats de Brandenburg [4]: Soit A un alphabet a k lettres. Si s(k)<+ 
il n’existe pas de morphisme envoyant RMAX,(s(k)) dans lui-meme, ni de mor- 
phisme uniforme h tel que h’(x) appartienne a RMAX,(.s(k)) pour un certain x et 
pour tout i. 
Pour construire notre mot infini N dans RMAX,(+), nous construisons d’abord 
un mot infini M sur deux lettres 0 et 1 en it&ant un morphisme, puis nous lui appli- 
quons une machine sequentielle pour obtenir N. Au Paragraphe 2 nous justifions 
le passage par un alphabet a deux lettres et donnons quelques proprietes de la 
machine sequentielle. Au Paragraphe 3 nous Ctudions les facteurs du mot M, en par- 
ticulier les repetitions et les palindromes. Finalement au Paragraphe 4 nous mon- 
trons que les repetitions de N proviennent de repetitions de M d’une certaine forme, 
ce qui permet de majorer les repetitions par *. Nous en deduisons aussi un pheno- 
mene curieux, a savoir qu’a une permutation pres de l’alphabet il y a une seule 
+-repetition inevitable, le mot abcdbacbdcakd, toutes les autres repetitions de N 
Ctant au plus Cgales a +. Ceci permet aussi de montrer que N ne peut pas &tre 
engendre par morphisme it&e. 
2. Passage B un alphabet 2 deux lettres et machine skquentielle 
SoitA unalphabetaklettres, kr2,etm=a,...a,,a;EA,nrk, unmotnecon- 
tenant pas de t-repetition, t 2 (k - l)/(k - 2). On constate que k - 1 lettres consecu- 
tives de m doivent @tre distinctes. En particulier ak est different de a2, . . . . a&l et il 
n’y a que deux valeurs possibles pour ok, soit aI soit b, I’unique lettre distincte de 
aI, . . ..ak_l. De meme a, -1. a,, i > k - 1 Ctant fix& il n’y a que deux possibilites pour 
a;+l. Un tel mot m peut done &tre code par le couple (a, “va&l,xk”‘xn) oh 
a, ... ak _ 1 est le prefixe de longueur k - 1 de m et x, VaUt 0 ou 1 selon que ai = a;_k+, 
ou que ai = 6, l’unique lettre distincte de a;, , _ k, . . . , a;-, . Bien entendu ce codage 
est injectif mais pas surjectif. Le passage du couple au mot correspondant peut 
s’effectuer au moyen de la machine sequentielle complete (voir [9, Chapter XI] pour 
une definition) Sk definie par: 
- Un alphabet d’entree X= (0, 1) et un alphabet de sortie A a k lettres. 
- Un ensemble d’etat E identifie a l’ensemble des mots multilineaires de Akp’. 
Les Ctats sont done en bijection avec les permutations de A. 
- Les fonction de sortie CJ et de changement d’etat 6 sont don&es par 
o(al “‘ak_l,o) = al, da, “‘ak_], 1) = b, 
W v--ak-l,o) = a2a3”-ak_,al, W, “‘ak-l, 1) = a2”‘ak_,b 
ou b est l’unique lettre de A distincte de al, . . . , ok_ I. 
On remarque que 6(e,u) n’est rien d’autre que le facteur droit de e a(e,u) de 
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longueur k- 1, la sortie de la machine encode done la suite des etats. On a 
immediatement: 
PropriCtC 2.1. La sortie (3 est injective en ce sens que o(e, u) = a(e, v) entraine u = v 
et a(e,u)=a(f,u) entraine e=f. De m&me &(e,u)=&f,u) entraine e=f. 
Pour u E X* notons 6, : E -+ E l’application qui a e associe 6(e, u), et appelons 
permutation d’alphabet un morphisme TC de A* dont la restriction a A est une per- 
mutation de A. Alors 6a et 6r commutent avec rr, et comme tout 6, est un produit 
de a0 et de 6r on a: 
PropriCtC 2.2. Pour tout mot u E X* et toute permutation d’alphabet rt, 6, et TC 
commutent. En particulier n(a(e, u)) = a(n(e), u), done la sortie de la machine est 
independante de I’etat de depart a une permutation pres de I ‘alphabet de sortie A. 
L’inttret de la machine sequentielle S, est justifie par le lemme suivant. 
Lemme 2.3. Pour tout mot m E A*, m E RMAXk(t), t < (k - l)/(k - 2), il existe un 
&at e et un mot u EX* tels que a(e, u) = m. 
Corollaire. Pour k =4, tout mot de RMAX,(S) est de la forme a(e, u), done si 
s(4) = + il existe un mot infini M sur X tel que a(e, M) E RMAX,(+). 
Dans le prochain paragraphe nous etudions un tel mot M construit par mor- 
phisme it&C. 
3. PropriCtCs du mot infini M 
Soit X = (0, l}. On considere le morphisme v, de X* defini par ~(1) = 10, 
q(O)= 101101, et on note M le mot infini ~~(1) obtenu par iteration de 9. On a 
M = 101011011010110110101011011010101101.... 
L’ensemble {p(O), y?(l)} est un code suffixe, done tout mot fini u s’ecrit d’au plus 
une facon u = V(U). De plus on a: 
PropriCt6 3.1. Tout facteur u de M, [u[ ~7, se factorise sous la forme u = u,u2u3 
avec u,#e, de telle sorte que si M=aufi, alors M=v,v2v3 avec ~(v,)=au,, 
p(vz) = u2, p(v3) = u3/3. Cette factorisation est dite standard si u, et u3 sont choisis 
minimaux. 
Remarque. Dans toutes les factorisations finies de mots infinis que l’on considerera, 
on admettra implicitement que le facteur de droite (suffixe) est infini, et tous les 
autres facteurs sont finis. 
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Preuve. On remarque que A4 a les propriMs suivantes: 
(a) A4 ne contient pas deux 0 ni trois 1 conskcutifs. 
(b) Si crOlO/?= V(U) est un facteur de M, alors u = olu2 avec ~(0,) = a0, 
(P(u2) = lop. 
(c) Si cr11011~=u,(u) est un facteur de M, alors u=ulu2 avec ~(ul)=allOl, 
V(4) = 1P. 
Ensuite on vkrifie que tout facteur u de A4 de longueur au moins 7 contient soit 
010 soit 11011 comme facteur, et la proprittk s’etablit par recurrence. Les onze 
facteurs de A4 de longueur 7 ont les factorisations standards suivantes 
(O)(lO)(lOl l), (0)(101101)(&), (01)(10)(101), (01101)(10)(&), 
(&)(1010)(101), (&)(10)(10110), (101)(10)(10), (&)(101101)(1), 
(1)(1010)(10), (1)(10)(1011), (1101)(10)(1). 
On remarque que dans une factorisation standard u~u~u~, les facteurs u1 et u3 sont 
de longueur au plus 5. 0 
Nous allons maintenant caractkriser les palindromes qui apparaissent dans M. On 
notera ti I’image miroir de U. Soit ,U :X* 4X* l’application dkfinie par p(u) = 
p(u) 101. Notons que p(u) = &u)~(E) et 
pu’(u) = V)‘(U)/fUI’(&) = ~‘(U)~“(lol)~‘-2(lol) ... ~(101)lOl. 
PropriCtt! 3.2. Un facteur p de A4 est un palindrome si et seulement si b(p) est un 
palindrome. De plus ,u(p) est un facteur de M. 
Preuve. Par rkurrence sur la longueur de p. Si ) p/ = 0 ou 1 c’est evident. Si 
p = xp’y, x E X, y E X, on considkre les quatre cas possibles: 
(a) p = Op’O, done p est un palindrome ssi p’ est un palindrome, ssi p(p’) = 
&p’)lOl est un palindrome, ssi lOllOlyl(p’)lOllOllO1 =p(p) est un palindrome. 
(b) p = lp’l, done p est un palindrome ssi p’ est un palindrome, ssi p(p’) = 
p(p’)lOl est un palindrome ssi lO~(p’)lOlOl =p(p) est un palindrome. 
(c) p=Op’l, done p n’est pas un palindrome, et ,u(p) = 101101~(p’)10101 
non plus. 
(d) p = lp’0, done p n’est pas un palindrome et ,u(p) = 10y?(p’)101101101 non 
plus car p(p’) ne peut pas commencer par 11. 
Finalement si p est facteur de M, p(p) aussi car M=I&M), et p(p)=p(p)lOl 
aussi car I’image par CJJ de tout mot assez long commence par 101. 0 
PropriCtC 3.3. Un facteur p de M, / p) 2 7, est un palindrome si et seulement s’il 
existe un mot u, lu 1 5 5 et un palindrome p’ facteur de A4 tel que p(p’) = upa. 
Preuve. Si un tel p’ existe, par la propriM prktdente p(p’) = up6 est un palin- 
drome et done p aussi. Inversement soit p un palindrome facteur de M, IpI 27. 
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Supposons d’abord que p commence par 10. 11 y a trois cas possibles. 
(a) p commence par 1010 (et finit par OlOl), sa factorisation standard est de la 
forme (~)(1010~~~0)(101), et p=p(p’) pour un certain facteur p’ de M. 
(b) p commence par 1011010, sa factorisation standard est de la forme 
(lOl>(lOlO~~~OlOllOl) et lOlplO1 =p(p’), p’ facteur de M. 
(c) p commence par 1011011, sa factorisation standard est de la forme 
(&)(1011011 ... llOl)(lOl) et p=p(p’), p’ facteur de M. 
Done dans les trois cas il exists u de longueur au plus trois tel que upzi =,a(~‘) 
pour un facteur p’ de M, et p’ est un palindrome par la PropriCtC 3.2. Si p ne com- 
mence pas par 10 alors ou bien il commence (et finit) par 0 done il est necessairement 
suivi et precede par 1 et on se ramene au cas precedent avec lpi, ou bien il commence 
et finit par 11 done il est precede par 10 et suivi par 01 et on se ramene au cas 
precedent avec 10~01. Dans tous les cas on a bien up6 =p(p’), IuI 5 5, p’palindrome 
de M. 0 
Si on definit un sous-palindrome p’ d’un palindrome p par p=up’rl pour un 
certain mot U, on a la caracterisation: 
PropriCtC 3.4. Un facteur p de M est un palindrome si et seulement si c’est un 
sous-palindrome d’un palindrome de la forme ,u’(q) oit q est un des mots 1 ou 
101101, ir0. 
Preuve. Par la propriete precedente, si 1 p 1 L 7, p est un sous-palindrome de p(p’), 
p’ palindrome facteur de M. Par recurrence sur la longueur, p est un sous-palin- 
drome de p’(p”) oti p” est un palindrome de M, j p” 1 5 6. On verifie que p” ne peut 
prendre que les valeurs 0, 1, 11, 010, 101, 0110, 10101, 11011, 01010 et 101101, et 
chacun de ces palindromes est lui-meme un sous-palindrome de ,u’(q), q = 1, 
101101, ir0. La reciproque est immediate par la Propriete 3.2. 0 
Du fait que A4 commence par ,H’( 1) pour tout i, et que tout facteur de Iv2 est done 
facteur d’un p’(l), on a: 
ProprZtC 3.5. Le mot M commence par des palindromes arbitrairement longs, et 
I’image miroir de tout facteur de M est aussi fucteur de M. 
Dans la suite, les facteurs de A4 qui peuvent etre suivis (ou precedes) dans A4 a 
la fois par 0 et par 1 jouent un grand role, nous allons done les caracteriser. 
PropriCtC 3.6. Soit u, 1~1~7, un mot tel que Ou et lu (respectivement u0 et ul) 
soient facteurs de M. Alors u commence (resp. finit) par 1010110 (resp. 0110101). 
Preuve. On verifie a l’aide des factorisations standards que le seul facteur de M de 
longueur 7 qui puisse Etre precede par 0 et par 1 est 1010110. Par symetrie (PropriCtC 
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3.5) le seul qui puke etre suivi par 0 et par 1 est son image miroir 0110101. 0 
PropriCtC 3.7. Les mats Ou, lu, ~0, ul sont facteurs de M si et seulement si u est 
de la forme p’(v), iz0, 02 v est I’un des mots 1, 101, 101101. 
Remarques. D’apres la Propriete 3.2, u est alors un palindrome. Si on admet le mot 
vide pour u, on peut remplacer 101 par E dans cette propriete. 
Preuve. Si Ou, lu, ~0, ul sont facteurs de M, 1~117, u commence par 1010110 et 
finit par 0110101 (PropriCtC 3.6), et la factorisation standard de u est de la forme 
(~)(lOlOllO-~~01101)(101) done u=p(u’). De plus si M=aup, il existe a’et p’tels 
que ~(a’) = (x, I = 101/I, M= ~‘u’p’. Alors (Y se termine par 1 si et seulement 
si 0 se termine par 0 et p commence par 1 si et settlement si /?’ commence par 0, 
done Ou’, lu’, ~‘0, u’l sont facteurs de M. En repetant ce raisonnement tant que 
Iu’l 17, on obtient bien u=p’(v), /u/ 16. Les seuls mots v possibles sont 1, 101, 
10101, 101101, de plus 10101 =p(l) d’ou le resultat. 0 
Finalement parmi les trois mots 1, 101, 101101, seul 101 peut apparaitre dans M 
avec les quatre contextes possibles, et cette propriete se conservant par p on a: 
PropriCtC 3.8. Les mots 0~0, 0~1, 1~0, lul sont facteurs de M si et seulement si 
u est de la forme ~(‘(101) ir0. 
Nous allons maintenent caracteriser les repetitions de M. Une occurrence d’un 
carre uu de M est cadree a gauche si on a M=cxuup avec la derniere lettre de cr 
differente de la derniere lettre de u. Un carre est cadre a gauche si une de ses 
occurrences I’est, de plus tout carre est conjugue d’un carre cadre a gauche (deux 
mots cr et /I sont conjugues s’il existe un mot y tel que cry = y/3). 
PropriM 3.9. Tout carre’ cadre’ ri gauche uu, Jul r7 est I’image par CJI d’un carre’ 
cadre! ci gauche plus court. 
Preuve. Soit ~1~2~3 la factorisation standard de u. Comme Ou et lu sont facteurs 
de M, u commence par 1010110 (Propriete 3.6), done u, =a. On a M=auZu3uzu3~, 
u2 = p(v2), u3 = p(u3), et il existe (Y’, p’tels que M= rz’v2vjp’, ~(cr’) = a, I = u3p. 
Les seules possibilites pour u3 sont E ou 10. Dans le cas u3 = E, on a uu = p(uzu2) 
et le carre u2u2 est cadre a gauche car si les dernieres lettres de &a’) et de p(u2) 
sont differentes, il en va de m&me de celles de a’ et u2. Si u3 = 10, alors us = 1 et on 
a M = a’u2 1 v2p’, a’ se termine par 0, v2 commence par 1, done se termine par 0, et 
/I’= lp”. En posant v = u2 1, on a le carre cadre a gauche M = a’ov/?“, p(u) = u. q 
Les seuls mots u, ]u/ 16, tels que uv soit un carre cadre a gauche de M sont 1, 
101, 10110. En utilisant la propritte precedente, on obtient par induction: 
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PropriCtC 3.10. Le mot uu est un carre cadre’ a gauche de A4 si et seulement s’il est 
de la forme #(vu), ir0, oit v est I’un des mots 1, 101, 10110. 
Comme les seuls mots v, 101 I 6 tels que v3 soit un cube cadre a gauche de A4 sont 
10 et 101. on a: 
PropriCtC 3.11. Le mot uuu est un cube cadre a gauche de M si et seulement s’il est 
de la forme ~‘(vvu), iLO, oti v est I’un des mots 10, 101. 
En fait le mot M contient des t-repetitions pour t > 3. Si on appelle inextensible 
une repetition cadrte a la fois a gauche et a droite on a: 
PropriCtC 3.12. Les t-repetitions inextensibles de M, t 23 sont de la forme 
,u”‘(lOIOIO1) et ~~(101101101), iz0. 
Remarque. Les repetitions maximales de M sont done des palindromes. 
Soit U, le nombre de facteurs distincts de M de longueur n. D’apres un resultat 
de Ehrenfeucht, Lee et Rozenberg [7], on sait que u, est au plus proportionnel a 
n log n et m@me a n si le mot infini peut 2tre engendrt par un morphisme uniforme. 
Nous allons voir (Propriete 3.13) que u, est lineaire, bien que A4 ne soit pas 
engendrable par morphisme uniforme (Propriete 3.14). 
Proprietk 3.13. La suite u, verifie la recurrence 
U 
i 
u,+2 si Ii10 l,~‘(l 
nil = 
u, + 1 sinon. 
Ol)l + 1 in5 ~~‘(101101)~. 
En particulier pour n 2 2, n < 1.4, <2n. 
Preuve. Si u,+, = u,+ k,, c’est qu’il existe exactement k, facteurs de M de 
longueur n pouvant &tre suivis par 0 et par 1 dans M. Soit (Y un tel mot. I1 existe 
un mot p tel que O/I, l/3, PO, pl soient facteurs de M et (x suffixe de j3. Done p 
appartient a l’ensemble B, oh 
B = {u’(u), i 2 0, u = 1, 101, lOllOl} 
(Propriete 3.7), et k, est le nombre de suffixes de longueur n de mots dans B. On 
observe que p’( 1) et ,u’( 101) sont des suffixes de p”‘( 101 lOl), done il suffit d’etudier 
les suffixes de ,~~(101101), iz0. Le mot ,~‘(lOllOl) se termine par (~‘(l)~~(lOl), et 
~‘+‘(101101) par I#+’ (l)p’(lOl). Comme p’(l) et p’+‘(l) se terminent par des 
lettres distinctes, on obtient qu’un suffixe de ~‘(101101) n’est pas suffixe de 
~i+‘(lO1lO1) si et seulement si sa longueur est comprise entre lj~‘(lOl)( +l et 
j,~~(101101)j, d’oh le rtsultat. 0 
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Les premieres valeurs de u, pour n = 1,2, . . . sont 2, 3,4, 5, 7, 9, 11, 12, 13, 14 . . . . 
Nous allons montrer que A4 ne peut ttre engendrt par un morphisme uniforme. 
Ceci n’est qu’une consequence d’un resultat plus fort. 
DCfinition. Deux morphismes f et g de X* sont conjugu& s’il existe un mot u de 
X* tel que pour toute lettre x, f(x)24 = ug(x). 
PropriCtP 3.14. Un morphisme ngendre un mot infini ayant les tn@mes facteurs que 
M si et seulement si c’est un conjug& d’une puissance de (D. 
Preuve. Soit M’= w”(xO) un mot infini ayant les m@mes facteurs que M. Comme 
(1O)3 et (101)3 sont des cubes de M, done de M’, (~(10))~ et (t,~(lOl))~ sont des 
cubes de M’, done de M. Par la PropriCtC 3.11, ~(10) et I,U( 101) sont des conjugues 
de mot de la forme p’(o), ir0, o = 10 ou 101. On a les relations 
Iw(lO)J < Jw(lOl)l < 2 IWO)) et W(u)1 > 2 l~7~‘(u)l. 
Si ~(10) ttait un conjugue de $(lOl), alors ~(101) serait un conjugue de 
~i+‘(lO)=~‘(lOIO1lO1), d’oti ]t,~(l)l> It,~(lO)l ce qui est impossible. Done ~(10) est 
un conjugut de p’(lO), et ~(101) un conjugue de p’(lOl), ce qui entraine /I,u(x)/ = 
If#(x)l, x=0,1. La 1 p us grande repetition contenant (~‘(10))~ est ,~~(1010101) 
(Propritte 3.12), done 
L(i(1010101) = a~(lololol)p, lo/ 5 IPi(&)(. (1) 
D’autre part on montre aisement par recurrence que pi(s) est le plus long prefixe 
commun de p’(O) et I’ pour une lettre quelconque x. Si dans (1) on considere 
les prefixes de longueur ~?~(lO)p~(c) on obtient ~‘(10)~‘(&)=crt,~(10)y, done u/(O) 
est un facteur de v)~(O)~‘(E), soit uw(O)y= &(O)~‘(E). Si on pose P’(E)= uy, on a 
uy/(O)= yl'(O)u. De plus u est un prefixe de P’(E), done de p’(0) et u= u. 11 reste 
~‘(1)~~(0)=c-wy/(10), done ~‘(l)u=aw(l), et cr est un prefixe de ~‘(10) done de 
P;(E) et cy = u. On a bien ~‘(l)u = ut&l) et v’(O)u = uy1(0) done 9’ et I,U sont 
conjugues. 
Reciproquement si v/ est un conjugue de pi, si M’= I”, M’ a pour facteur 11 
done wj(ll), done vi(l), et tout facteur de Mest facteur d’un vi(l) done de M’. 
Symetriquement tout facteur de M’ est facteur d’un v/j(l), done de ~‘(11) done de 
M et les deux mots infinis A4 et M’ ont les memes facteurs. 0 
Le mot A4 n’ttant pas periodique, deux morphismes distincts conjuguts d’une 
puissance de ~1 engendrent des mots infinis distincts d’oti: 
Corollaire 3.15. Tout morphisme engendrant M est unepuissance de p, en particu- 
lier il ne peut i?tre uniforme. 
Corollaire 3.16. II existe une infinite’ de mots infinis distinct engendrgs par mor- 
phisme it& et ayant les m2mes facteurs que M. 
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4. PropriCtCs des rCpCtitions de N 
Nous allons d’abord donner quelques propriMs de la machine skquentielle appli- 
q&e A M. Notons = la congruence de X* dkfinie par u = u si et seulement si 
6, = a,, autrement dit si u et o provoquent le mEme changement d’ktat. En particu- 
lier u = E ssi 6(e, u) = e. 
PropriM 4.1. On a les relations q(u) = 11OuOO11, u = 0011~(u)110, p3(u) = u. En 
particulier u = v si et seulement si p(u) =q9(v) et u = E si et seulement si cp(u) I E. 
Preuve. On vkrifie que 000 = 1111~ (110)3 = (001 1)3 = E, done toutes ces relations 
se dkduisent de la premikre. Celle-ci se dkmontre par rtcurrence sur la longueur de 
u. Elle est vraie pour u = E, et si u = vx, x E X, on verifie que 0011 p(x) = x001 1. 0 
Comme 2.4 1 = E entraine u 3 111 entraine lu = E et 240 = E entraine u = 00 entraine 
OU=E on a: 
Propri&tC 4.2. Un mot est congru ir E si et seulement si ses conjuguks le sont. 
On dkfinit le mot infini N sur 4 lettres par N= a(~,, M). L’ttat initial pO n’a pas 
d’importance, A une permutation prks de l’alphabet A (PropriCtk 2.2). Par exemple 
en prenant p. = cbd on obtient 
N = abcadbacdabcdacbdcadbacdabca . . . 
Nous allons voir qu’?t toute rkpktition assez longue de N correspond une rkpetition 
de M d’une forme particulitre, appelke N-rtpktition (de M). L’idCe principale est 
la suivante: la suite N donne non seulement la sortie de la machine, mais aussi la 
suite des ttats, done si un mot de longueur supkrieure A 3, par exemple abcU, 
a, b, c E A, U E A *, a deux occurrences dans N alors ces deux occurrences de U ont CtC 
produites B partir du m2me Ctat abc, done (PropriCtC 2.1) B partir de deux occurrences 
du mcme facteur u de M. Si abcUWabcU, pour WEA* est un facteur de N, le 
facteur correspondant de M est a’b’c’uwa”b”c”u, et le mot uwa”b”c” fait passer la 
machine de 1’Ctat abc ti lui-meme, d’oti: 
DCfinition. Une N-re’pktition de M est un facteur de M de la forme uvu, uv = E, 
1ui 23. 
PropriCtC 4.3. Si un mot de la forme abcUWabcU est facteur de N, a, 6, CE A, 
U, WE A*, alors M contient une N-rPpPtition uvu, avec a(abc, u) = U, o(abc, uv) = 
U Wabc. 
DCfinition. L’exposant d’une N-rkpktition uvu, not6 E(uvu) est le rapport 
(luvul + 3)/luvl. 
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L’image par CT d’une N-repetition d’exposant t est done une t-repetition de N. Con- 
siderons une occurrence de la N-repetition uvu, A4 = auvup. Sam perte de generalite 
on peut supposer que cette repetition est cad&e a gauche, c’est-a-dire que la derniere 
lettre de v est differente de la derniere lettre de a. Si ce n’est pas le cas, on a a = a’x, 
xu = u’y, yv = v’x, p’=yj? et M= a’u’v’u‘p. De plus Iv’1 = Iv1 2 3, et u’u’ est un con- 
jug& de uv, done u’u’= E (PropriCtC 4.2), et u’v’u’est une N-repetition. En repetant 
ce dtcalage on obtient bien une N-repetition cadree a gauche, de m&me exposant que 
la premiere, et conjuguee de celle-ci. On a: 
ProprZtC 4.4. La suite N ne contient pas de t-rkpktition, t 2 2. Elle est done suns 
carrt! (square-free). 
En effet on verifie aisement que N ne contient pas de facteur de la forme u’, 
t z 2, 1 u 1 = 1,2, done si N contenait une t-repetition, t 2 2, celle-ci commencerait par 
abcUabcU.. . , et la N-repetition correspondante uvu verifierait IuI = 3. Or 
PropriCk! 4.5. Ii n’existe pas de N-rkpktition uvu, ) VI = 3. 
Preuve. Par recurrence sur la longueur de u. Si 1 u I 5 6, done 1 uv) I 9, on verifie que 
le seul facteur w de M, I WI 19, w = E est w = 101101101, et uv = w entrainerait 
uvu = (101)5 ce qui est impossible. Pour IuI 27, on va montrer qu’il existe une 
N-repetition u’v’u’, /u’I < 1 u’/ = 3. On suppose que uvu est cadre a gauche, done 
(PropriCtC 3.6), uv commence par 1010110, et est suivi par 1010110, ce qui entraine 
que uv est de la forme I, / ~‘12 3. De plus la factorisation standard de u est de 
laformeu,u2u3avecul=cet UV=U~U~U=~(W’). Enposant w’=u’v’, lu’J=3, I 
est un facteur gauche de u2, et on a une occurrence de u’u’u’, u’u’r E, 10’) = 3. 
C’est done bien une N-repetition plus courte ce qui est impossible. 0 
Des Proprietes 4.3 et 4.4 on deduit: 
PropriCtC 4.6. Le mot N contient une t-re’ptftition u’, I u / I 3 si et seulement si M 
contient une N-rkpktition d ‘exposant 1. 
11 nous faut maintenant demontrer que A4 ne contient pas de N-repetition d’expo- 
sant superieur a +. En fait nous montrerons meme qu’il y a essentiellement une 
seule N-repetition d’exposant +, toutes les autres Ctant d’exposant au plus $. La 
preuve se decompose en plusieurs etapes. On montre d’abord que les N-repetitions 
assez longues sont images par ,B de repetitions plus courtes. On montre ensuite 
que l’application de ,U fait decroitre l’exposant. 11 suffit ensuite d’examiner les 
N-repetitions les plus courtes. 
Comme ce sont les N-repetitions de plus grand exposant possible qui nous 
intkressent, on pose: 
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DCfinition. Une N-repetition uvu est dite inextensible si on a A4= auvup, oh la 
premiere lettre de v differe de la premiere lettre de /3, et la derniere lettre de v differe 
de la derniere lettre de a. 
Une N-repetition inextensible a done une occurrence cad&e a la fois a gauche et 
a droite. 
ProprietC 4.1. Toute N-rkpktition peut gtre &endue en une N-r&pPtition inextensible 
d’exposant au moins &al. 
PropriCk! 4.8. Si uvu est inextensible, avec 1 u 1 2 7, alors il existe une N-rtfpktition 
u’v’u’, avec ~(u’v’u’) = uvu, p(u’u’) = uu, p(u’) = u, 1 u’l < /u 1. 
Preuve. Si uvu est inextensible, Ou, lu, ~0, ul sont facteurs de M, et (PropriCtC 3.7) 
ti est de la forme I et sa factorisation standard est (&)(~(u’))(lOl). On a alors 
uvu=~(u’)101v~(u’)101 ce qui entraine l’existence de v’ tel que C&V’)= 101~. On 
a bien ,&u’) = u, q(u’v’)= uv, ~(u’v’u’) = uvu, Iu’I < ju/, et comme ~(u’v’) est 
congru a E, u’v’ aussi (PropriCtC 4.1), et lu’l L 3, done u’v’u’ est la N-repetition 
cherchee, et elle est inextensible. 0 
On peut appliquer la Propriete 4.8 tant que I u 1 2 7, done il existe une N-repetition 
L.‘u’u’, 1u’l I 6 telle que ~‘(u’v’u’) = uvu. De plus u’ est necessairement un des mots 
t, 1, 101, 10101, 101101 (Propriete 3.7). Si u’= 10101, le raisonnement s’applique 
encore une fois d’oh: 
PropriW 4.9. Toute N-rPp&ition inextensible uuu est de la forme uvu =,u’(u’v’u’), 
uu=y?‘(u’v’), u=,a’(u’), iz0, U’E {E, 1,101, lOllOl}, 02 u’v’u’est une N-rtfpktition 
inextensible. 
Remarque. En toute rigueur une N-repetition n’est pas seulement la don&e d’un 
mot de la forme uvu, mais aussi la factorisation (u)(v)(u), ou de facon equivalente 
la donnee de uuu et de u. De meme lorsque nous parlons de la N-repetition ~‘(uvu), 
le couple (~“‘(uvu), p’(u)) est sous-entendu. 
PropriCtC 4.10. Le maximum de E(p’(uuu)), iz0, UE {E, 1, 101, 101101) es2 atteint 
pour i = 0. 
Pour demontrer cette propriete nous avons besoin de quelques resultats annexes. 
On obtient d’abord par induction: 
PropriCtC 4.11. On a les rkurrences, pour tout mot u, n 2 2 
Iv”(u)1 = 3 kP(u)l+2 lg+(u)l 
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et 
I/F(u)l = 3 JFcn-‘(U)l +2 IFZ(u)I + 4. 
En appliquant ces recurrences a l’exposant on obtient: 
ProprEt 4.12. Pour route N-rtfpktition uvu, E(p*(uvu)) est strictement infPrieur 
au maximum de E(uuu) et de E(~(uuu)). 
La suite E(,u’(uvu)), i =0, 1,2, . . . atteint done son maximum pour i = 0 ou pour 
i=l. 11 reste done a voir que E(,u(uvu))<E(uvu) pour UE{E, 1,101,101101}. 
Notons 1~1, le nombre d’occurrences de la lettre x dans le mot U. 
PropriM 4.13. Soient u et v deux mots tels que 
I40 /VII <3 l40+3 /VII+ 141 140, 
alors E( ,u(uvu)) < E(uou). 
(2) 
Preuve. On a E(p(uvu))<E(uou) si et seulement si 
~I~u(~~~~l+3~J~~l~~l~~~l+3~l~~~~~l. 
Si on developpe cette relation en utilisant / p(w) I= 6 1 w lo + 2 I w 1, + 3 et ) p( w) 1 = 
6~wJ,+2~wl,, on obtient bien (2). 0 
11 suffit maintenant de dtmontrer que les N-repetitions UVU, u E {E, 1,101, lOllOl} 
verifient (2). Pour u = E, 1, v ne peut etre vide et (2) est verifiee. Pour u = 101, 101101, 
on utilise la propritte supplementaire que tout facteur w de A4 satisfait I w /, I 
2 I wl,+2, ce qui permet aussi de dtduire (2). Ceci acheve la demonstration de la 
Propriett 4.10. 
PropriCtC 4.14. La suite M ne contient pas de N-rkpktition uvu avec E(uou)>~. 
De plus la seule N-r&p&titian uvu d’exposant suphieur ti + est obtenue pour u = 1, 
v=011010110. 
Preuve. Par la PropriCtC 4.10, il suffit d’examiner les N-repetitions uvu, u E 
{E, 1,101,101101>. Pour u fix& l’exposant le plus grand est obtenu pour le mot u 
le plus court. Pour U=E, 1,101,101101, on obtient respectivement 
u = 101101101, 011010110, 011011010101101101010110110 
et 010110110101101101011011010, 
et les exposants :, :, 4 et {. D’aprts les Proprietes 4.9 et 4.10, toute N-repetition a 
done au plus 5 comme exposant. De plus toute N-repetition inextensible d’exposant 
superieur a P ne peut qu’&tre de la forme ,U’(UVU) oti E(uou)>+, done u = 1, 
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o=011010110, et on verifie que pour i= 1 on a deja E(~(uuu))=+<~, d’ou la 
propriete. 0 
Remarque. Curieusement les N-repetitions maximales pour u E {a, 1, 101, 101 lOl} 
sont toutes des palindromes, et il en va de m2me pour leurs images par p’, i>O. 
Les Proprietts 4.6 et 4.14 donnent notre resultat principal: 
ThkorCme 4.15. Le mot infini sur 4 lettres N contient au plus des + repetitions. Le 
seuil de repetition s(4) est done &al a f. 
D’apres la PropriCtC 4.14, la settle $ repetition, et m&me la seule repetition 
superieure a + de N est, a une permutation pres de l’alphabet, abcdbacbdcabcd. 
On peut montrer par enumeration que tout mot assez long de RMAX(+) contient 
cette repetition d’oti: 
PropriktC 4.16. Le mot abcdbacbdcabcd, a une permutation pres de l’alphabet, est 
inevitable duns tout mot suffisamment long de RMAX(+), et c’est la seule repeti- 
tion superieure a + ayant cette propriete. 
Nous allons utiliser ces proprietes pour montrer que le mot infini N ne peut pas 
Ctre engendre par morphisme it&. Nous avons d’abord besoin du resultat suivant 
sur les facteurs de N. 
Soit u, le nombre de facteurs distincts de N de longueur n. Par la Propriete 2.1, 
u,Io,+314!u,. On a en fait: 
PropriCtC 4.11. Si un mot u est facteur de N, alors tous les mots obtenus de u en 
permutant l’alphabet sont aussi facteurs de N, done v,,+~ =4! u,, en particulier 
24n<v,+3 <48n, nz2. 
Preuve. 11 suffit de demontrer que lorsqu’on applique o a M, on rencontre chaque 
facteur u de M dans chacun des 24 Ctats de la machine, c’est-a-dire que pour tout 
ttat p il existe un prefixe (x(u, p) de A4 tel que a(u, p) u est un prefixe de M et 
6(p,, a(u, p))=p. Considerons d’abord le cas u = 1. On verifie que pour tout p, 
a(1, p) existe, on peut msme choisir Io(l, p)l I 80. Considerons maintenant un 
facteur quelconque u de M. 11 apparait necessairement dans q’(l) pour un certain 
i, et quitte a augmenter i, on peut supposer i = 3j, p3j(l) = au/3. Comme p3(u) = u 
(Propriete 4. l), q3j(u) = u et le mot ~(1, q)l done ~~~(cr(l, q))au/3 sont prefixes de 
M. 
On obtient 6(p,, p3j(,(l, 4))) = q, d(q, a) = q’, 6(p,, p’j(c~(l, q))o) = q’. Par 
l’injectivite de la machine, quand q parcourt I’ensemble des 24 Ctats, q’ aussi et 
a(u, q’) = f$j(,(l, q)(r). 0 
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ProprMC 4.18. Le mot infini N ne peut Ctre engendrP par morphisme ittW, 
Preuve. Par la propriete precedente w=abcdbacbdcabcd et tous les mots obtenus 
de w en permutant l’alphabet sont facteurs de N. Supposons que N soit obtenu en 
it&ant un morphisme y. Alors w(w) est aussi un facteur de N, et I+V(W) est au plus 
une -F repetition, done 
( y(abcdbacbdcabcd) I// y (abcdbacbdc)) I +, 
ce qui entraine 1 y(ad)l = 0. Comme cette propriete doit rester vraie par permutation 
de l’alphabet, on obtient que IJ est le morphisme trivial ce qui est impossible. 0 
5. Conclusion 
Nous avons construit un mot infini sur quatre lettres ayant au plus des $ repeti- 
tions, prouvant ainsi un cas de la conjecture de F. Dejean. Le cas des alphabets a 
plus de quatre lettres reste ouvert. Les techniques utilisees ici peuvent sans doute 
s’appliquer pour d’autres valeurs de k, le raisonnement du Paragraphe 2 s’appli- 
quant des que s(k) < (k - l)/(k - 2). I1 est a noter que la notion de seuil de repetition 
est trts locale puisque par example le mot N ne contient pas de +-repetition de 
longueur superieure a 14. Des resultats analogues ont ete obtenus pour les car& 
dam les mots sur un alphabet a deux lettres [6]. I1 pourrait done Ctre interessant 
d’etudier les repetitions U’ en fonction non seulement de t et du nombre de lettre, 
mais aussi de la longueur de U. 
RCfbrences 
[I] A. Arson, Demonstration de l’existence de suites asymetriques infinies, Mat. Sb. 44 (1937) 769-777. 
[2] J. Berstel, Sur les mots sans carre definis par un morphisme, Proc. 6th lnt. Colloquium in Auto- 
mata, Language and Programming, Lecture Notes in Computer Science 71 (1979) 16-29. 
[3] J. Berstel, Mots sans car& et morphismes it&s, Discrete Math. 29 (1979) 235-244. 
[4] F.-J. Brandenburg, Uniformly growing kth power-free homomorphisms, Theoret. Comput. Sci. 23 
(1983) 69-82. 
[5] F. Dejean, Sur un theoreme de Thue, J. Combin. Theory (A) 13 (1972) 90-99. 
[6] F.M. Dekking, On repetitions of blocs in binary sequences, J. Combin. Theory (A) 20 (1976) 
292-299. 
[7] A. Ehrenfeucht, K.P. Lee and G. Rozenberg, Subword complexities of various classes of deter- 
ministic developmental languages without interaction, Theoret. Comput. Sci. I (1975) 59-75. 
[8] A. Ehrenfeucht and G. Rozenberg, On the subword complexity of square-free DOL languages, Proc. 
5th Gl Conf. Theoretical Computer Science, Lecture Notes in Computer Science 104 (1981) l-4. 
[9] S. Eilenberg, Automata, Languages and Machines, Vol. A (Academic Press, New York, 1974). 
[lo] M. Morse and G.A. Hedlund, Unending chess, symbolic dynamics, and a problem in semigroups, 
Duke Math. J. 11 (1944) 1-7. 
[ll] A. Thue, Uber unendliche Zeichenreihen, Norske Vid. Selsk. Skr. I Mat.-Nat. Kl. Christiana 7 
(1906) l-22. 
[12] A. Thue, iiber die gegenseitige Lage gleicher Teile gewisser Zeichenreihen, Norske Vid. Selsk. Skr. 
I Mat.-Nat. Kl. Christiana 1 (1912) l-67. 
